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Tato práce se zabývá vyuºitím konformní geometrické algebry CGA pro zpracování barev-
ného obrazu. Zam¥°uje se p°edev²ím na segmentaci barev. K tomuto ú£elu není vhodné
pracovat v barevném prostoru RGB. Z tohoto d·vodu je p°edstaven prostor CIELAB,
který je opat°en euklidovskou metrikou odpovídající lidskému vnímání barev. Sou£ástí
práce je návrh algoritmu vyuºívajícího CGA pro detekci objektu v obraze na základ¥ ba-
revných vlastností. Záv¥re£ná £ást práce je v¥nována prokládání bod· v prostoru sférou
vyuºívající metodu nejmen²ích £tverc·. Pro m¥°ení vzdáleností je v CGA pouºit ska-
lární sou£in. Aproximace bod· sférou je poté pouºita na barevný obraz za ú£elem úpravy
vzdáleností mezi barvami.
Abstract
This thesis deals with conformal geometric algebra CGA for colour image processing,
particularly with colour segmentation. For this reason it is not sucient to work in RGB
colour space. It is more convenient to use a colour space called CIELAB. CIELAB is
endowed by Euclidean metric corresponding with human perception of colours. Afterwards
an algorithm for an object detection via CGA based on colour dierences is included. The
nal part of the thesis deals with least squares tting of sphere to points using CGA.
The sphere tting is then used to adjust colour dierences in an image to improve the
algorithm for an object detection.
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Pojem geometrické algebry v tomto textu chápeme jako alternativní název pro Clior-
dovy algebry p°i aplikacích vyuºívajících euklidovskou geometrii. Na teorii geometrických
algeber m·ºeme nahlíºet jako na matematický jazyk kombinující algebru a geometrii.
Umoº¬ují nám jednodu²e reprezentovat a °e²it velké mnoºství geometrických problém·.
Z tohoto d·vodu jsou dnes geometrické algebry vyuºívány v robotice £i po£íta£ové grace
a jejich vliv stále roste s novými po£íta£ovými softwary, které poskytují jejich stále se
zlep²ující implementaci.
Cílem této práce je zkoumat moºnosti vyuºití geometrických algeber ve zpracování ob-
razu, p°edev²ím v segmentaci barevného obrazu. K tomuto ú£elu lze velice efektivn¥ vyuºít
konformní geometrickou algebru (CGA), coº je speciální typ geometrické algebry umoº-
¬ující jednoduchou interpretaci geometrických objekt·, jako jsou body, roviny, sféry, atd.
a následnou práci s nimi. CGA nám umoºní pracovat s celým barevným obrazem, na roz-
díl od klasického p°ístupu, kde se obraz typicky p°evádí do odstín· ²edi nebo se pracuje
s jednotlivými barevnými sloºkami zvlá²´. P°i segmentaci barevného obrazu pomocí CGA
není vhodné pracovat v barevném prostoru RGB z d·vodu k tomuto ú£elu nevyhovujících
vlastností barev. Vhodn¥j²ím prostorem je CIELAB, který díky euklidovské metrice mezi
jednotlivými barvami navíc vhodn¥ koresponduje s vlastnostmi CGA. Kombinace CGA
a prostoru CIELAB p°iná²í v segmentaci obrazu celou °adu výhod.
Práce je £len¥na do n¥kolika hlavních kapitol. Nejprve bude vybudována teorie geome-
trických algeber. Geometrické algebry lze denovat více zp·soby, dva z nich zde budou
uvedeny s d·razem na souvislosti mezi Grassmannovou a geometrickou algebrou. Dále
p°edstavíme CGA, tato algebra nám umoºní reprezentovat a transformovat geometrické
objekty. T°etí a £tvrtá kapitola budou v¥novány aplikaci CGA pro zpracování obrazu.
Konkrétn¥ ve t°etí kapitole se budeme zabývat p°edev²ím segmentací obrazu, kde se nám
kombinací barevného prostoru CIELAB a algebry CGA poda°ilo ve vývojovém prost°edí
MATLAB, za pomoci speciálního toolboxu navrºeného pro práci s geometrickými alge-
brami, vytvo°it algoritmus, který je schopný detekce zvoleného objektu na barevném
obraze. Toolbox pro práci s geometrickými algebrami byl v pr·b¥hu psaní této práce
zna£n¥ modikován a vylep²en, k £emuº p°isp¥ly na²e experimenty a následná komuni-
kace s autory toolboxu. Zdrojový kód a n¥které obrázky získané p°i testování algoritmu
jsou sou£ástí p°ílohy této práce. V poslední kapitole bude p°edstaveno prokládání bod·
v prostoru sférou pomocí CGA zaloºené na metod¥ nejmen²ích £tverc·. Pro výpo£et op-
timální sféry pouºijeme pouze základní toolbox pro lineární algebru. Prokládání bod·
sférou se nám povedlo vyuºít pro úpravu vzdáleností barev obrazu. Tuto operaci jsme
zakomponovali do algoritmu pro detekci objektu a následné experimenty ukázali, ºe do²lo




Geometrická algebra1 je asociativní algebra nad polem skalár· (nej£ast¥ji nad polem re-
álných £ísel R), která nám umoº¬uje jednoduchou interpretaci základních geometrických
útvar· (p°ímka, rovina, sféra, . . . ) a jejich transformace pomocí operací p°íslu²né geome-
trické algebry (viz [9, 12, 13]). Jak uvidíme dále v této kapitole, základní operací deno-
vanou v geometrických algebrách je takzvaný geometrický sou£in (v anglické literatu°e se
pouºívá pojem geometric product). V této kapitole popí²eme strukturu geometrických
algeber a zvlá²tní pozornost bude poté v kapitole 2 v¥nována tzv. konformní geometrické
algeb°e, která bude klí£ová pro aplikaci v kapitole 3 této práce.
1.1 Úvod do geometrických algeber
Zp·sob· jak lze denovat geometrickou algebru je více (viz [12]). Pro ná² ú£el pouºijeme
následující.
Denice 1.1. Nech´ V je vektorový prostor (nad R) a Q je kvadratická forma na V .
Asociativní algebru nazveme geometrická algebra G(Q) nedegenerované kvadratické formy
Q na vektorovém prostoru V , jestliºe obsahuje V a R = R⋅1 jako r·zné podprostory, takové
ºe
1. x2 = Q(x) pro ∀x ∈ V
2. V generuje algebru G(Q) nad R
3. Algebra G(Q) není generovaná ºádným vlastním podprostorem V .
Vezmeme-li nap°íklad vektorový prostor V = Rp,q, tedy Rp+q s kvadratickou formou typu2
(p, q), podle denice 1.1 máme jednozna£n¥ ur£enou algebru generovanou tímto prostorem,
kterou budeme zna£it Gp,q. Základními prvky této algebry jsou bázové vektory prostoru
Rp,q, které tvo°í ortogonální bázi {e1, e2, . . . , en}, kde n = p + q. Podle typu (signatury)
algebry (kvadratické formy) platí pro tyto vektory dle podmínky 1 v denici 1.1 následující
vztahy:
e2i = 1 pro 1 ≤ i ≤ p, e2i = −1 pro p < i ≤ n.
1V n¥kterých zdrojích se pouºívá pojem Cliordovy algebry, pojem geometrické algebry se up°ednost-
¬uje zejména v p°ípad¥ aplikací vyuºívajících euklidovskou geometrii.
2V anglické literatu°e se pouºívá pojem signature .
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Tyto prvky budeme v geometrické algeb°e nazývat bázové elementy stupn¥ 1. Násobení
na geometrické algeb°e nazýváme geometrický sou£in a z denice lze odvodit základní
pravidlo pro geometrický sou£in mezi t¥mito elementy. M¥jme libovolné bázové elementy
stupn¥ 1, tedy ei, ej, i ≠ j, z d·vodu distributivity (algebra je distributivní z denice)
platí
(ei + ej)2 = e2i + eiej + ejei + e2j ,
zárove¬, protoºe elementy ei a ej jsou ortogonální a skalární sou£in je bilineární, platí
(ei + ej)2 = Q(ei + ej) = e2i + e2j ,
sloºením t¥chto dvou vztah· dostáváme
e2i + eiej + ejei + e2j = e2i + e2j ⇒ eiej + ejei = 0.
Tuto podmínku lze vyjád°it v ekvivalentním tvaru
eiej = −ejei, pro i ≠ j. (1.1)
Zárove¬ jsme tímto postupem získali dal²í bázové elementy eiej, i ≠ j. Tyto elementy jsou
formální kompozicí dvou element· stupn¥ 1, °íkáme tedy, ºe mají stupe¬ 2. Elementy
stupn¥ 2 tvo°í vektorový prostor dimenze (n2) s bází eiej, i < j, kterou budeme zna£it
ei ∧ ej. Obdobným postupem lze získat bázové elementy v²ech stup¬· aº do stupn¥ n,
element stupn¥ n (existuje pouze jeden) se nazývá pseudoskalár a budeme ho zna£it I =
e1∧e2∧. . .∧en. Skalár 1 je potom bázový element stupn¥ 0. Geometrická algebra dimenze n
má tedy ∑ni=0 (
n
i
) = 2n základních element· (v tabulce 1.1 najdeme celou bázi algebry G3,0).
Lineární kombinací element· stupn¥ k získáme k-vektory (vektory, bivektory, trivektory,
atd.). Lineární kombinací element· r·zných stup¬· získáme obecný prvek geometrické
algebry zvanýmultivektor. V dal²ím popí²eme d·leºité operace denované v geometrických
algebrách a detailn¥ji strukturu n¥kterých d·leºitých algeber.
Poznámka 1.1. Dále v textu si ukáºeme, ºe symbol ∧ m·ºeme chápat jako operaci
v celé geometrické algeb°e Gp,q zvanou wedge nebo vn¥j²í sou£in. Význam a vlastnosti
této operace budou vysv¥tleny v dal²ím úseku této práce.
1.2 Operace na geometrických algebrách
Základní operací geometrické algebry je geometrický sou£in. Dal²ími dv¥ma d·leºitými
operacemi, které lze odvodit z geometrického sou£inu, jsou vn¥j²í sou£in neboli wedge ∧
a vnit°ní sou£in ∗ . Podrobn¥j²í popis operací geometrických algeber a kompletní vý£et
jejich vlastností najdeme v monograi [13].
Nyní uvedeme denice vn¥j²ího a poté i vnit°ního sou£inu. Poznamenejme nejprve, ºe
mnoºinu bázových element· geometrické algebry Gp,q budeme zna£it Gp,q. Neº p°istou-
píme k samotné denici vn¥j²ího sou£inu, budeme pot°ebovat je²t¥ jednu operaci, kterou
nazýváme projekce na stupe¬.
Denice 1.2. Ozna£me E ∈ Gp,q libovolný bázový element. Potom projekci elementu E
na stupe¬ k ozna£íme ⟨E⟩k a denujeme
⟨E⟩k = {
E, gr(E) = k,
0, gr(E) ≠ k,
kde gr(E) je stupe¬ bázového elementu.
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Denici 1.2 lze snadno zobecnit na libovolný multivektor A ∈ Gp,q. Kaºdý multivektor je
totiº lineární kombinací bázových element·, tedy A = ∑i aiEi, ai ∈ R, Ei ∈ Gp,q. Operá-
tor projekce na stupe¬ denujeme jako zobrazení ⟨⋅⟩k ∶ Gp,q → Gkp,q, kde Gkp,q je mnoºina
k−vektor·, které je distributivní, asociativní a platí ⟨aiEi⟩k = ai⟨Ei⟩k. Projekci multivek-




Nyní m·ºeme kone£n¥ denovat vztah pro výpo£et vn¥j²ího sou£inu dvou bázových ele-
ment·.
Denice 1.3. M¥jme Ek,El ∈ Gp,q, takové ºe gr(Ek) = k, gr(El) = l, potom vn¥j²í sou£in
Ek ∧El denujeme vztahem
Ek ∧El = ⟨EkEl⟩k+l. (1.3)
Vztah (1.3) lze s vyuºitím vztahu (1.2) jednodu²e roz²í°it na libovolný multivektor. Pro
názornou ukázku m·ºeme nyní ov¥°it, ºe e1e2e3 = e1 ∧ e2 ∧ e3, tedy ºe vyjád°ení e1e2e3
a e1 ∧ e2 ∧ e3 (ve smyslu operace vn¥j²í sou£in) p°edstavují tentýº bázový element.
e1 ∧ e2 ∧ e3 = ⟨e1e2⟩1+1 ∧ e3 = ⟨(e1e2)e3⟩2+1 = ⟨e1e2e3⟩3 = e1e2e3,
stejný výsledek získáme i jiným uzávorkováním
e1 ∧ e2 ∧ e3 = e1 ∧ ⟨e2e3⟩1+1 = ⟨e1(e2e3)⟩1+2 = ⟨e1e2e3⟩3 = e1e2e3.
Celou bázi geometrické algebry G3,0 vyjád°enou pomocí vn¥j²ího sou£inu najdeme v ta-
bulce 1.1 a tutéº bázi vyjád°enou pomocí geometrického sou£inu demonstruje tabulka
1.2.
Podobným zp·sobem, jakým jsme nadenovali vn¥j²í sou£in, nadenujeme i vnit°ní sou£in
a také operaci skalární sou£in na bázových elementech geometrické algebry.
Denice 1.4. M¥jme Ek,El ∈ Gp,q, takové ºe gr(Ek) = k, gr(El) = l, k ≠ 0, l ≠ 0. Vnit°ní
sou£in zna£íme Ek ⋆ El, skalární sou£in zna£íme Ek ⋅ El a ob¥ tyto operace denujeme
vztahy:
Ek ⋆El = ⟨EkEl⟩∣k−l∣,
Ek ⋅El = ⟨EkEl⟩0,
Ek ⋆El = Ek ⋅El = 0 pokud k = 0 nebo l = 0.
Tuto denici lze op¥t s vyuºitím vztahu (1.5) jednodu²e aplikovat na libovolné multivek-
tory. Dále se podíváme na vlastnosti t¥chto operací.
1.2.1 Vn¥j²í sou£in (wedge)
Operace wedge m·ºe být v jistém smyslu pouºita pro ur£ování rovnob¥ºnosti dvou geo-
metrických objekt· (p°ímek, rovin,. . . ), proto se jí budeme zabývat podrobn¥ji. M¥jme
A,B ∈ Gp,q libovolné multivektory z geometrické algebry se signaturou (p, q), potom pro
libovolné A,B,C ∈ Gp,q platí následující vlastnosti:
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1. Distributivita3: A ∧ (B +C) =A ∧B +A ∧C, (B +C) ∧A = B ∧A +C ∧A
2. Asociativita: A ∧ (B ∧C) = (A ∧B) ∧C
Pro vektory (lineární kombinace bázových element· stupn¥ 1) u,v ∈ Rp,q ⊂ Gp,q navíc
platí:
3. Antikomutativita: u ∧ v = −(v ∧ u)
Z této vlastnosti lze odvodit d·sledek. Pro libovolný vektor u
u ∧ u = −(u ∧ u) = 0. (1.4)
Navíc pro a, b ∈ R platí:
4. Násobení skalárem: (aA) ∧ (bB) = ab(A ∧B)
Tedy kone£n¥ pro vektor u dostáváme vztah
(au) ∧ (bu) = 0,
kde a, b ∈ R. To znamená, ºe wedge dvou rovnob¥ºných vektor· je 0. Pozd¥ji v této práci
si ukáºeme, ºe v geometrických algebrách lze dal²í geometrické objekty vyjád°it pomocí
wedge vektor·, funkce wedge tedy m·ºe být vyuºita nap°íklad pro m¥°ení rovnob¥ºnosti
rovin. Vlastnost 3 operace wedge a tedy i vztah (1.4) v²ak neplatí obecn¥ pro multivektory,
coº budeme demonstrovat na následujícím jednoduchém p°íkladu.
P°íklad 1.1. Nech´ A = e1 ∧ e2 + e3, potom
A ∧A = (e1 ∧ e2 + e3) ∧ (e1 ∧ e2 + e3)
= (e1 ∧ e2) ∧ (e1 ∧ e2) + (e3 ∧ e3) + (e1 ∧ e2 ∧ e3) + (e3 ∧ e1 ∧ e2)
= −(e2 ∧ e1) ∧ (e1 ∧ e2) + (e1 ∧ e2 ∧ e3) + (−e1 ∧ e3 ∧ e2)
= −e2 ∧ (e1 ∧ e1) ∧ e2 + (e1 ∧ e2 ∧ e3) + (e1 ∧ e2 ∧ e3)
= 2(e1 ∧ e2 ∧ e3).




e1, e2, e3 1
e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e2 ∧ e3 2
I = e1 ∧ e2 ∧ e3 3
Tabulka 1.1: Geometrická algebra G3,0
Ve 3D geometrické algeb°e G3,0 (viz Tabulka 1.1) bázové vektory p°edstavují základní
vektory euklidovského 3D prostoru. Tedy libovolný euklidovský vektor vyjád°íme
(x, y, z) = xe1 + ye2 + ze3.
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(a) Bivektor (b) Trivektor
Obrázek 1.1: Geometrická interpretace operace wedge
Wedge dvou vektor·, tedy bivektor potom v euklidovském prostoru p°edstavuje rovinu
a trivektor neboli pseudoskalár p°edstavuje objem. Pro ukázku geometrické interpretace
bivektoru a trivektoru jsme pouºili toolbox pro Matlab s názvem GABLE [5] (obr. 1.1).
Bivektory jsou tu znázorn¥ny pomocí kruhu, kde rovina, ve které kruh leºí, je rovina
ur£ená bivektorem a plocha kruhu je velikost jeho normy. Trivektory jsou znázorn¥ny
pomocí sféry, jejíº objem je norma p°íslu²ného trivektoru.
1.2.2 Vnit°ní sou£in a skalární sou£in
Vnit°ní a skalární sou£in jsou obecn¥ v geometrické algeb°e dv¥ rozdílné operace, a£koliv
mají n¥které spole£né vlastnosti. M¥jme libovolné A,B ∈ Gp,q, a, b ∈ R, potom pro vnit°ní
sou£in platí následující vlastnosti:
1. Distributivita: A ⋆ (B +C) =A ⋆B +A ⋆C, (B +C) ⋆A = B ⋆A +C ⋆A
2. Asociativita: A ⋆ (B ⋆C) = (A ⋆B) ⋆C
3. Násobení skalárem: (aA) ⋆ (bB) = ab(A ⋆B)
Pro vektory u,v ∈ Rp,q navíc platí:
4. Komutativita: u ⋆ v = v ⋆ u
Tyto vlastnosti platí i pro skalární sou£in. Stejn¥ jako u vn¥j²ího sou£inu pro A ∶=
∑i aiEi,B ∶= ∑j bjEj platí pro ob¥ tyto operace
A ⋆B =∑
i,j
aibj(Ei ⋆Ej), A ⋅B =∑
i,j
aibj(Ei ⋅Ej). (1.5)
Oproti operaci wedge, která zvy²uje stupe¬ prvk· multivektoru, vnit°ní sou£in stupe¬
sniºuje. V²imn¥me si, ºe výsledkem skalárního sou£inu je vºdy skalár a pro vektory, tedy
lineární kombinace bázových element· stupn¥ 1, operace skalární a vnit°ní sou£in splývají.
P°i aplikaci geometrické algebry CGA v této práci bude hrát skalární sou£in významnou
roli, protoºe lze pomocí této operace m¥°it vzdálenost mezi vektory a stejn¥ jako v klasic-
kém euklidovském prostoru platí, ºe skalární sou£in dvou navzájem kolmých euklidovských
vektor· je 0.
3Operace s£ítání funguje v geometrických algebrách obvyklým zp·sobem, tedy s£ítáme skaláry p°íslu-
²ející ke stejným bázovým element·m.
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1.2.3 Chevalleyova konstrukce geometrické algebry
P°i konstrukci geometrické algebry pomocí denice 1.1 jsme nejprve získali operaci geome-
trický sou£in a z n¥ho jsme poté denovali operace vnit°ní sou£in a vn¥j²í sou£in. V této
kapitole si ukáºeme jinou konstrukci geometrické algebry, kde budeme postupovat opa£n¥.
Nech´ V je vektorový prostor nad R s nedegenerovanou kvadratickou formou Q, která je
zúºením skalárního sou£inu < u,v >, u, v ∈ V . M¥jme na vektorovém prostoru genero-
vaným Gp,q denovaný vn¥j²í sou£in spl¬ující vlastnosti z kapitoly 1.2.1, tím získáváme
asociativní algebru, která se nazývá Grassmannova nebo také vn¥j²í algebra a zna£íme ji
⋀V (pro prvky této algebry zachováme názvosloví z kapitoly 1.1). Na²im zám¥rem je na
Grassmannov¥ algeb°e nadenováním geometrického sou£inu zkonstruovat geometrickou
algebru. Nejprve denujeme operaci levá kontrakce, která je roz²í°ením skalárního sou£inu
na multivektory:
Denice 1.5. M¥jme vektory u,v ∈ V a multivektory A,B,C ∈ ⋀V , potom levou kon-
trakci A ⌟B ∈ ⋀V denujeme vztahy:
1. u ⌟ v =< u,v >,
2. u ⌟ (A ∧B) = (u ⌟A) ∧B + Â ∧ (u ⌟B),
3. (A ∧B) ⌟C = A ⌟ (B ⌟C),
kde Â zna£í involuci stupn¥4.
Pomocí operace levá kontrakce nyní denujeme geometrický sou£in mezi vektorem u ∈ V
a libovolným multivektorem A ∈ ⋀V vztahem
uA = u ⌟A + u ∧A. (1.6)
Vztah (1.6) lze díky linearit¥ a asociativit¥ roz²í°it na libovolné multivektory z ⋀V , £ímº
získáváme geometrickou algebru Gp,q.
1.2.4 Vlastnosti geometrického sou£inu
Pro úplnost uvedeme, podobn¥ jako v p°ípad¥ vn¥j²ího a vnit°ního sou£inu, základní
vlastnosti geometrického sou£inu, které lze odvodit p°ímo z denice 1.1 nebo vztahu (1.6).
Pro libovolné multivektory A,B,C ∈ Gp,q, a libovolné a ∈ R platí:
1. Distributivita: A(B +C) =AB +AC, (B +C)A = BA +CA
2. Asociativita: A(BC) = (AB)C
3. Násobení skalárem: aA =Aa
V p°ípad¥ vektor· u,v platí, ºe geometrický sou£in je sou£tem operace wedge a skalárního
sou£inu
uv = u ∧ v + u ⋅ v. (1.7)
4û je operace involuce stupn¥ k-vektoru u ∈ ⋀k V denována vztahem û = (−1)ku.
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Pokud do vztahu (1.7) dosadíme bázové vektory prostoru Rp,q ⊂ Gp,q, potom vzhledem
k ortogonalit¥ báze Rp,q je £len skalárního sou£inu nulový a dostáváme tedy:
eiej = ei ∧ ej, i ≠ j.
Pro geometrický sou£in mezi r·znými bázovými vektory platí antikomutativita (viz vztah
1.1), ov²em pro obecné vektory tato vlastnost neplatí.
P°íklad 1.2. Nech´ a = e1 + e2, b = e2, potom:
ab = (e1 + e2)e2 = e1e2 + 1,
ba = e2(e1 + e2) = e2e1 + 1 = −e1e2 + 1 ≠ −(e1e2 + 1).
M·ºeme také naopak vyjád°it vn¥j²í sou£in a skalární sou£in vektor· u,v pomocí geome-
trického:
u ∧ v = 1
2
(uv − vu),





e1, e2, e3 1
e1e2, e1e3, e2e3 2
I = e1e2e3 3
Tabulka 1.2: Geometrická algebra G3,0
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Kapitola 2
Konformní geometrická algebra - CGA
Konformní geometrická algebra (dále CGA) je speciální typ 5D algebry G4,1. P°estoºe
se jedná o algebru nad prostorem R4,1, budeme ji vyuºívat pro aplikace ve 3D prostoru.
D·vodem je, ºe CGA umoº¬uje velmi jednodu²e a intuitivn¥ pracovat s geometrickými
objekty ve 3D prostoru, realizovat konformní transformace (tedy takové transformace,
které zachovávají velikosti úhl·) a v neposlední °ad¥ nám umoº¬uje velice výhodn¥ repre-
zentovat body a sféry ve 3D prostoru, coº vyuºijeme práv¥ pro na²i aplikaci v kapitole
3.
M¥jme klasickou ortogonální bázi vektor· {e1, e2, e3, e+, e−}, d·vod ozna£ení element·
e+, e− je vzhledem k signatu°e algebry G4,1 z°ejmý. Na tomto prostoru zvolíme neorto-




(e− − e+), e∞ = e− + e+. (2.1)
S takto nadenovanými elementy dostáváme tedy vektorovou bázi CGA {e1, e2, e3, e0, e∞},
Bázový element Stupe¬
1 0
e1, e2, e3, e0, e∞ 1
e1 ∧ e2, e1 ∧ e3, e1 ∧ e0, e1 ∧ e∞,
e2 ∧ e3, e2 ∧ e0, e2 ∧ e∞, e3 ∧ e0, 2
e3 ∧ e∞, e0 ∧ e∞
e1 ∧ e2 ∧ e3, e1 ∧ e2 ∧ e0, e1 ∧ e2 ∧ e∞,
e1 ∧ e3 ∧ e0, e1 ∧ e3 ∧ e∞, e1 ∧ e0 ∧ e∞, 3
e2 ∧ e3 ∧ e0, e2 ∧ e3 ∧ e∞, e2 ∧ e0 ∧ e∞,
e3 ∧ e0 ∧ e∞
e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e0,
e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e∞,
e1 ∧ e2 ∧ e0 ∧ e∞, 4
e1 ∧ e3 ∧ e0 ∧ e∞,
e2 ∧ e3 ∧ e0 ∧ e∞
e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e0 ∧ e∞ 5
Tabulka 2.1: CGA bázové elementy
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kde e1, e2, e3 p°edstavují Euklidovské bázové vektory, e0 reprezentuje po£átek 3D sou°ad-
nicové soustavy a e∞ reprezentuje nekone£no. Jelikoº jsme p°i denování geometrických
algeber aº dosud uvaºovali pouze ortogonální vektorové báze, coº pro na²í novou volbu
neplatí, n¥které vlastnosti, jako nap°íklad antikomutativita geometrického sou£inu mezi
bázovými vektory, zde budou poru²eny. A£koliv tímto p°echodem k neortogonální bázi
ztratíme n¥které vlastnosti, d·vodem tohoto formálního kroku je zna£né zjednodu²ení
a v¥t²í p°ehlednost geometrických reprezentací. Celou bázi CGA najdeme v tabulce 2.1.
Oba bázové vektory e∞, e0 jsou v druhé mocnin¥ rovny nule, coº lze snadno ov¥°it p°ímým
výpo£tem ze vztah· (2.1):







(e− − e+) =
1
4
(e2− + e2+ − e−e+ − e+e−) =
1
4
(e2− + e2+ − e−e+ + e−e+) = 0.
Stejným zp·sobem ukáºeme, £emu se rovná skalární a geometrický sou£in mezi t¥mito
elementy. Díky komutativit¥ skalárního sou£inu dvou vektor· víme, ºe e∞ ⋅ e0 = e0 ⋅ e∞,
sta£í tedy vypo£ítat pouze jeden vztah:
e∞ ⋅ e0 = (e− + e+)
1
2
(e− − e+) =
1
2
(e− ⋅ e− − e+ ⋅ e+ + e+ ⋅ e− − e− ⋅ e+) =
1
2
(−1 − 1) = −1.
V p°ípad¥ geometrického sou£inu mezi dv¥ma vektory platí vztah (1.7) a jelikoº uº víme,
£emu se rovná skalární sou£in e∞ ⋅ e0, dostáváme
e∞e0 = e∞ ∧ e0 + e∞ ⋅ e0 = e∞ ∧ e0 − 1,
e0e∞ = e0 ∧ e∞ + e0 ⋅ e∞ = −e∞ ∧ e0 − 1.
V²echny odvozené výsledky jsou p°ehledn¥ znázorn¥ny vztahy:
e2∞ = e20 = 0
e∞ ⋅ e0 = e0 ⋅ e∞ = −1
e∞e0 = e∞ ∧ e0 − 1
e0e∞ = −e∞ ∧ e0 − 1
e∞e0 = −e0e∞ − 2
Výsledek skalárního sou£inu nám potvrzuje, ºe vektory e∞, e0 nejsou navzájem ortogo-
nální, jsou v²ak ortogonální v·£i v²em ostatním bázovým vektor·m.
2.1 Základní geometrické objekty
Hlavní p°edností CGA, která jiº byla zmín¥na, je moºnost snadné reprezentace základ-
ních geometrických objekt· a práce s nimi. V této kapitole se budeme zabývat t¥mito
reprezentacemi.
Bod (x, y, z) ∈ R3 reprezentujeme v CGA vztahem
P = x + 1
2
x2e∞ + e0, (2.2)
kde x = xe1 + ye2 + ze3. Poznamenejme, ºe x2 ve vztahu (2.2) p°edstavuje skalární sou£in
vektoru báze {e1, e2, e3} se sebou samým, jehoº výsledkem je:
x2 = x2 + y2 + z2 = ∥x∥2 .
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Jedná se tedy o druhou mocninu obvyklé euklidovské normy vektoru. Dosazením (0,0,0)
do vztahu (2.2) se snadno p°esv¥d£íme, ºe bázový element e0 skute£n¥ reprezentuje po£á-
tek sou°adnicového systému
P (0,0,0) = e0.
Nyní je²t¥ ukáºeme, £emu se rovná skalární sou£in mezi dv¥ma body. M¥jme body X =
x + 12x2e∞ + e0 a Y = y +
1
2y
2e∞ + e0, potom
X ⋅ Y = (x + 1
2




= x ⋅ y + 1
2















Dostáváme tedy druhou mocninu euklidovské normy násobenou koecientem −12 rozdílu
dvou euklidovských vektor· odpovídajících p°íslu²ným CGA bod·m
X ⋅ Y = −1
2
∥x − y∥2 , (2.3)
tedy skalární sou£in dvou bod· m¥°í vzdálenost mezi nimi.
Krom¥ bodu lze v CGA reprezentovat dal²í geometrické objekty, jejichº vý£et nalezneme
v tabulce 2.2. Pro tyto objekty lze pouºít dv¥ r·zné reprezentace, které jsou navzájem
Objekt IPNS OPNS
Bod P = x + 12x2e∞ + e0
Sféra S = P − 12r2e∞ S∗ = P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ P4
Rovina π = n + de∞ π∗ = P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ e∞
Kruºnice C = S1 ∧ S2 C∗ = P1 ∧ P2 ∧ P3
P°ímka L = π1 ∧ π2 L∗ = P1 ∧ P2 ∧ e∞
Dvojbod Pp = S1 ∧ S2 ∧ S3 Pp∗ = P1 ∧ P2
Tabulka 2.2: IPNS a OPNS reprezentace geometrických objekt· v CGA algeb°e. Hv¥zdi£ka
zna£í dualitu mezi zmín¥nými reprezentacemi (viz [13]).
duální. Jsou to reprezentace vnit°ním sou£inem, dále IPNS (z anglického inner product
null space), a reprezentace vn¥j²ím sou£inem, dále OPNS (z anglického outer poduct null
space). Lze ukázat, ºe pro geometrické objekty zmín¥né v tabulce 2.2 platí následující.
Jestliºe P (x) ∈ Gp,q je CGA reprezentace bodu x ∈ R3 (viz vztah (2.2)), dále A ⊆ R3
je jeden z euklidovských geometrických objekt· z tabulky 2.2 a A ∈ G4,1 jeho IPNS
reprezentace. Potom
x ∈ A⇐⇒ A ⋆ P (x) = 0. (2.4)
Pro A∗ ∈ G4,1, tedy OPNS reprezentaci objektu A platí
x ∈ A⇐⇒ A∗ ∧ P (x) = 0.
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Poznámka 2.1. V²imn¥me si, ºe sféra a rovina v IPNS reprezentaci jsou CGA vektory.
Jelikoº bod je v CGA vºdy vektor, m·ºeme pro sféru a rovinu ve vztahu (2.4) vnit°ní
sou£in nahradit skalárním sou£inem.
Nyní se blíºe podíváme na význam vztah· pro jednotlivé geometrické objekty.
2.1.1 Sféra
V IPNS reprezentaci denujeme sféru S pomocí bodu P p°edstavujícího st°ed sféry a po-
lom¥ru r vztahem
S = P − 1
2
r2e∞. (2.5)
Dosazením vztahu (2.2) a úpravou získáme
S = x + 1
2
(x2 − r2)e∞ + e0.
Tedy bod je vlastn¥ sféra s polom¥rem r = 0. O tom, ºe vztah (2.5) p°edstavuje skute£n¥
sféru, se m·ºeme p°esv¥d£it pouºitím vztahu (2.4) pro IPNS reprezentaci. M¥jme libovolný
bod y ∈ R3, potom
S ⋅ P (y) = (P − 1
2




= P ⋅ P (y) − 1
2
r2e∞ ⋅ P (y),
vyuºitím (2.3) získáváme
S ⋅ P (y) = −1
2
∥x − y∥2 + 1
2
r2.
Odtud je ihned vid¥t, ºe platí
S ⋅ P (y) = 0⇐⇒ ∥x − y∥2 = r2,
neboli y je bod ve vzdálenosti r od bodu x p°edstavujícího st°ed sféry, mnoºina v²ech
takových bod· skute£n¥ vyjad°uje sféru S. Sféru m·ºeme denovat také pomocí 4 bod·,
kterými daná sféra prochází v OPNS reprezentaci
S∗ = P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ P4.
2.1.2 Rovina
Rovina je denována vztahem
π = n + de∞,
kde n = n1e1 + n2e2 + n3e3 je 3D normálový vektor roviny a d je vzdálenost roviny od
po£átku. Druhým zp·sobem jak denovat rovinu, tedy OPNS reprezentace, je pomocí
3 bod· leºících v rovin¥ a bodu v nekone£nu
π∗ = P1 ∧ P2 ∧ P3 ∧ e∞.
Ze vztahu pro OPNS reprezentaci si m·ºeme v²imnout, ºe rovina je vlastn¥ sféra s bodem
v nekone£nu.
24
2.1.3 Kruºnice a p°ímka
Kruºnice je dána pr·se£íkem dvou sfér
C = S1 ∧ S2,
nebo t°emi body, kterými prochází
C∗ = P1 ∧ P2 ∧ P3.
Podobn¥ p°ímka je dána pr·se£íkem dvou rovin
L = π1 ∧ π2,
nebo dv¥ma body, které na dané p°ímce leºí a bodem v nekone£nu
L∗ = P1 ∧ P2 ∧ e∞.
P°ímka je tedy op¥t kruºnice s jedním bodem v nekone£nu.
2.1.4 Dvojbod
Posledním objektem, který tu zmíníme, je tzv. dvojbod. Jedná se, jak uº název napovídá,
o dvojici bod· danou bu¤ pr·se£íkem t°í sfér
Pp = S1 ∧ S2 ∧ S3,
nebo p°ímo dv¥ma body
Pp∗ = P1 ∧ P2.
Jedná se o 1D sféru.
2.1.5 Podalgebry CGA
CGA algebra v sob¥ obsahuje mnoho známých a velice uºite£ných algeber. Jednou z nich
je nap°íklad algebra komplexních £ísel izomorfní s podalgebrou generovanou {1, Ie}, kde
Ie = e1∧e2∧e3. Bázový element Ie z°ejm¥ spl¬uje vztah pro násobení imaginární jednotky
i2 = I2e = (e1 ∧ e2 ∧ e3)2 = e1e2e3e1e2e3 = e2e3e2e3 = −1. (2.6)
Významnou algebrou pro aplikace ve zpracování barevného digitálního obrazu jsou kvater-
niony (viz [15, 7]). Kvaterniony m·ºou být ur£eny bází {1, e1∧e2, e1∧e3, e2∧e3}. Ukáºeme,
ºe identikace imaginárních jednotek
i→ −e2 ∧ e3, j → e1 ∧ e3, k → −e1 ∧ e2
spl¬uje známé Hamiltonovy vztahy pro násobení
i2 = j2 = k2 = −1,
ij = k, jk = i, ki = j.
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Druhé mocniny imaginárních jednotek lze vypo£ítat stejným zp·sobem jako ve (2.6),
ukáºeme si výpo£et pro jednu z nich:
i2 = (−e2 ∧ e3)2 = e2e3e2e3 = −e2e2 = −1.
Vynásobíme-li jednotlivé imaginární jednotky mezi sebou, získáme
ij = (−e2 ∧ e3)(e1 ∧ e3) = e2e3e3e1 = e2e1 = e2 ∧ e1 = k,
jk = (e1 ∧ e3)(−e1 ∧ e2) = e3e1e1e2 = e3e2 = e3 ∧ e2 = i,
ki = (−e1 ∧ e2)(−e2 ∧ e3) = e1e2e2e3 = e1e3 = e1 ∧ e3 = j.
V CGA m·ºeme tedy realizovat rotace pomocí jednotkových kvaternion·, neboli jednot-
kových bivektor·. Transformací rotace se budeme dále zabývat v kapitole 3.1.
Dal²í algebrou je nap°íklad algebra duálních £ísel. Duální £íslo má tvar
x + yε,
kde x, y jsou skaláry a ε je duální jednotka s vlastností ε2 = 0. Tuto duální jednotku m·ºeme
identikovat nap°íklad bázovým elementem Ie0 = e1∧e2∧e3∧e0. Kombinací duálních £ísel
a kvaternion· získáme duální kvaterniony, které umoº¬ují rotace kolem obecné osy (viz
[10]). T¥mito algebrami se dále v této práci nebudeme zabývat, pro více detail· viz [13, 9].
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Kapitola 3
Aplikace CGA v detekci hran
a segmentaci obrazu
V této kapitole uvedeme n¥kolik aplikací geometrických algeber, zejména CGA, v odv¥tví
nazvaném zpracování digitálního obrazu. Hlavní motivací k pouºití tohoto matematického
aparátu je, ºe m·ºeme pracovat p°ímo s barevným digitálním obrazem jako celkem, tedy
pomocí p°íslu²n¥ algebry lze barevný digitální obraz vyjád°it jednou maticí. Naproti tomu
v klasickému p°ístupu nap°íklad pro RGB reprezentaci máme £íselnou matici pro kaºdou
jednotlivou barevnou sloºku (tedy 3 matice) nebo se obraz p°evádí na obraz intenzit barev
(tedy odstín· ²edi). V celé kapitole bude uvedeno pouze nezbytn¥ nutné mnoºství infor-
mací z teorie po£íta£ové graky pro pochopení p°íslu²ných aplikací, d·raz bude kladen
p°edev²ím na samotný zp·sob aplikací geometrických algeber. Pro více informací o po£í-
ta£ové grace a barevných prostorech viz [8, 17, 16]. Softwarem pouºitým pro zpracování
obrazu bude MATLAB. Práci s geometrickými algebrami v MATLABU umoº¬uje toolbox
s názvem Clifford Multivector Toolbox, v na²em p°ípad¥ verze 1.3 [14].
3.1 Detekce hran
Detekcí hran ve zpracování digitálního obrazu rozumíme jejich zvýrazn¥ní, kde výsledkem
bývá zpravidla binární obraz hran. Hranou rozumíme oblast v obrazu, kde dochází k vý-
razné zm¥n¥ sousedních pixel·. Existuje jiº n¥kolik publikací o detekci hran barevného
obrazu pomocí kvaternion·, viz [7, 15]. Jelikoº kvaterniony jsou obsaºeny v CGA jako
podalgebra (viz kapitola 2.1.5), lze zde aplikovat naprosto totoºný postup. My ov²em
ukáºeme, ºe pro vhodné ltry na detekci hran lze vyuºít i dal²í vlastnosti geometrické
algebry CGA.
Pracujeme-li v barevném prostoru RGB, potom digitální obraz je vyjád°en t°emi obrazo-
vými maticemi R,G,B, které odpovídají intenzitám jednotlivých barevných sloºek pixel·.
Pomocí geometrické algebry budeme takový obraz reprezentovat jednou maticí. Nejprve
vyjád°íme kaºdý pixel jako euklidovský vektor pomocí vektorové báze {e1, e2, e3}, dosta-
neme tedy matici nad G3,0
X = Re1 +Ge2 +Be3. (3.1)
Prvek výsledné matice na pozici i, j má tedy tvar xij = rije1 + gije2 + bije3, kde rij, gij, bij
jsou prvky matic R,G,B (v tomto po°adí) na stejné pozici. Matice X je tedy matice,
jejíº prvky jsou vektory geometrické algebry G3,0 ⊂ G4,1. Dále kaºdý pixel vyjád°íme jako
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CGA bod, výsledná reprezentace RGB obrazu je tedy dána maticí nad CGA
I =X + 1
2
X2e∞ +Oe0, (3.2)
kde X je matice dána vztahem (3.1), X2 zde chápeme jako geometrický sou£in po sloºkách
(nejde o násobení matic) a O p°edstavuje matici jedni£ek stejného rozm¥ru, jako je matice
X, viz vztah pro reprezentaci CGA bodu (2.2). Kvaternionové ltry pro detekci hran jsou
zaloºeny na rotaci vektor· kolem konkrétní osy. Neº tedy p°istoupíme k samotnému ltru,
ukáºeme jak lze v CGA realizovat rotace.
3.1.1 Rotace
Transformace v CGA libovolného objektu o (uvaºujeme geometrické objekty, viz tabulka
2.2) jsou realizovány vztahem
ot = V oṼ , (3.3)
kde ot je objekt po transformaci, V ∈ G4,1 je tzv. versor, coº je speciální typ multivektoru
vyjad°ující zvolenou transformaci, viz kapitola 3.3 v [13] a Ṽ zna£í jeho reverzi. Reverze
multivektoru M je multivektor M̃ , jehoº kaºdý bázový element je zapsán v opa£ném
po°adí ve smyslu vn¥j²ího sou£inu. Tedy nap°íklad pro M = 1+ e1 ∧ e2 + e1 ∧ e2 ∧ e3 máme
M̃ = 1 + e2 ∧ e1 + e3 ∧ e2 ∧ e1.
Protoºe operace reverze pouze m¥ní znaménko p°íslu²ného bázového elementu, m·ºeme








Poznamenejme, ºe pro libovolné dva bázové elementy E1,E2 ∈ G4,1 platí
̃(E1 ∧E2) = Ẽ2 ∧ Ẽ1, ̃(E1E2) = Ẽ2Ẽ1.
Rotace realizujeme pomocí rotor·, rotor popisujicí rotaci podle po£átku a normalizované





kde l = L1(e2 ∧ e3) + L2(e3 ∧ e1) + L3(e1 ∧ e2) je bivektor ur£ující osu nebo také rovinu
rotace. Rotor (3.4) lze zapsat i ve tvaru
R = cos(φ
2
) − l sin(φ
2
).
Dosazením rotoru R do vztahu (3.3) tedy dostáváme vztah pro rotaci libovolného geome-
trického objektu o
or = RoR̃, (3.5)
kde or je orotovaný objekt. Ukáºeme si tento postup na p°íkladu.
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P°íklad 3.1. Uvaºujme sféru se st°edem v bod¥ (2,0,0) a polom¥rem r = 1, tedy
S = (2e1 +
1
2




Tuto sféru chceme rotovat o úhel π/2 podle osy z, osa rotace je tedy L = e3. P°íslu²ný
rotor má tedy tvar
R = cos(π
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(S + S(e1 ∧ e2) − (e1 ∧ e2)S − (e1 ∧ e2)S(e1 ∧ e2))
= 2
4
(S + (2e2 + 2e∞e1e2 + e0e1e2 − 0.5e∞e1e2) − (−2e2 + 2e1e2e∞ + e1e2e0 − 0.5e1e2e∞)
−(e1 ∧ e2)S(e1 ∧ e2))
= 2
4
((2e1 + 1.5e∞ + e0) + 4e2 − (2e1 + 2e1e2e∞e1e2 + e1e2e0e1e2 − 0.5e1e2e∞e1e2))
= 2
4
(1.5e∞ + e0 + 4e2 + 2e∞ + e0 − 0.5e∞)




(4 − 1)e∞ + e0.
Výsledkem je tedy op¥t kruºnice s polom¥rem 1 a se st°edem v bod¥ (0,2,0). Do²lo tedy
opravdu k rotaci, kterou jsme poºadovali.
Poznámka 3.1. Pomocí operace reverze lze zavést normu multivektoru A ∈ Gp,0, tedy




A ⋆ Ã =
√
A ⋅ Ã.
Pro rotaci ur£enou vztahem (3.5) vyuºíváme jednotkové rotory spl¬ující
RR̃ = 1,
z tohoto vztahu lze vyvodit, ºe pro tyto rotory platí
R−1 = R̃.
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Zde m·ºeme vid¥t z°ejmou podobnost s jednotkovými ryzími kvaterniony, kde místo re-
verze se pouºívá konjugace kvaternionu, viz [15]. Tuto vlastnost spl¬ují v²echny jednotkové
multivektory zGp,0, které lze zapsat ve tvaru vn¥j²ího sou£inu lineárn¥ nezávislých vektor·
a zárove¬ neobsahují vektory se zápornou druhou mocninou. M¥jme takový multivektor
A, potom platí
√
A ⋆ Ã =
√
AÃ. (3.6)
Pro libovolný multivektor A ∈ Gp,0 s vlastností A2 ≠ 0, který lze zapsat ve tvaru vn¥j²ího
sou£inu lineárn¥ nezávislých vektor·, tedy existuje inverzní prvek vzhledem ke geometric-




Pro obecný multivektor v²ak vztahy 3.6 a tedy ani 3.7 neplatí a inverzní prvek nemusí
existovat. Pro libovolný multivektor A ∈ Gp,0 m·ºeme v²ak stále najít alespo¬ inverzi v·£i




pro kterou platí A⋆A+ = 1. Pro ur£ení normy multivektor·, které obsahují bázové vektory
se zápornou druhou mocninou, je pot°eba nahradit reverzi operací konjugace multivektoru
denovanou následujícím zp·sobem. M¥jme bázový element E ∈ Gp,q, potom konjugaci
E denujeme vztahem
E = (−1)rẼ, r ∶= gr−(E),
kde gr−(E) je po£et bázových vektor·, jejichº druhá mocnina je −1, které jsou obsaºeny
v E. Jiº n¥kolikrát zmín¥ným postupem lze op¥t operaci roz²í°it na libovolný multivektor.
Bázi rotor· v²ak tvo°í pouze vektory s kladnou druhou mocninou, takºe p°i rotaci si
vysta£íme s operací reverze.
3.1.2 Prewittové ltr
Pro detekci hran pouºijeme tzv. Prewittové ltr upravený pro pouºití v CGA. Základní












pro detekci horizontálních hran a transponované jádro h pro detekci vertikálních hran.








hL(i, j)I(n − i + 1,m − j + 1)hR(i, j), (3.8)
30
kde Iout je matice výstupního obrazu, I (viz (3.2)) je vstupní obraz a hL respektive hR
je levá respektive pravá bi-konvolu£ní maska. Celý obraz získáme tím, ºe vztah (3.8)
aplikujeme postupn¥ na kaºdý pixel obrazu n = 1, . . . ,N, m = 1, . . . ,M . Bi-konvolu£ní





















pro detekci horizontálních hran a transponováním t¥chto masek získáme vertikální hrany.
len R v bi-konvolu£ních maskách p°edstavuje rotor






P°i aplikaci vztahu (3.8) se díky spodním °ádk·m bi-konvolu£ních masek objevuje £len
RIR̃ a tím dochází k rotaci p°íslu²ných pixel· o úhel π kolem osy l ze vztahu (3.9) p°ed-
stavující ²edou osu RGB krychle. P°i bi-konvoluci navíc po násobení p°íslu²ných prvk·
dochází je²t¥ ke s£ítání. Po se£tení CGA bod· musíme výsledek je²t¥ normovat (vyd¥lit
koecientem u vektoru e0), abychom získali op¥t CGA bod. Tento krok je náhradou za
násobení bi-konvolu£ních masek reduk£ním koecientem v p°ípad¥ kvaternionové detekce
hran, viz [7, 15]. Vlivem rotací a následným s£ítání pixel· je výstupem obraz, ve kterém
(a) Originální obraz
(b) Barevné hrany (c) Detail barevných hran
Obrázek 3.1: CGA detekce hran
jsou barevné hrany a v místech, kde se v p·vodním obrazu nevyskytovala hrana, jsou
odstíny ²edi. Výsledek detekce hran i se vstupním obrazem a detailem barevných hran
znázor¬uje obrázek 3.1. Nyní m·ºeme pro názornost jednoduchým zp·sobem separovat
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barevné hrany od zbytku výstupního obrazu. K tomuto ú£elu budeme pixely výsledného
obrazu 3.1b reprezentovat jako vektory G3,0 ⊂ G4,1 (viz vztah (3.1)), tedy euklidovské vek-
tory, a na t¥chto vektorech zavedeme ortogonální projekci (operace rejection). M¥jme
vektor x ∈ G3,0, jeho ortogonální projekce x⊥ vzhledem k vektoru n ∈ G3,0 je ur£ena
vztahem
x⊥ = (x ∧ n)n−1, (3.10)
kde n−1 = ñ
∥n∥2
. Výsledkem je £ást vektoru x, která je kolmá k vektoru n. My²lenka detekce
Obrázek 3.2: Ortogonální projekce barevných hran
hran barevného obrazu pomocí rotor· je zaloºena na tom, ºe v ideálním p°ípad¥ mají
ve výstupním obraze pouze vektory p°edstavující hranu nenulovou ortogonální projekci
vzhledem k vektoru p°edstavujícímu ²edou osu RGB prostoru. Aplikací vztahu (3.10) na
výstupní obraz, kde x budou vektory obrazu a n = e1 + e2 + e3 je vektor p°edstavující
²edou osu, získáváme obraz pouze barevných hran, viz 3.2. Z obrázku je patrné, ºe po
detekci hran nemají nenulovou ortogonální projekci vzhledem k ²edé ose pouze hrany. To
je zp·sobeno tím, ºe v místech, kde se v p·vodním obraze hrana nevyskytuje, nemají
v²echny pixely v oblasti 3 × 3 stejné hodnoty barvy, ale mírn¥ se li²í. Tím dojde p°i bi-
konvoluci k tomu, ºe p°íslu²ný pixel ve výsledném obrazu se nachází pouze v blízkosti ²edé
osy. Je v²ak patrné, ºe skute£né hrany mají výrazn¥ vy²²í intenzitu neº barevné pixely,
kde se hrany nevyskytují.
Poznámka 3.2. Dopl¬kem k operaci rejection , viz vztah (3.10), je operace projection
vektoru x, tedy projekce na vektor n, kterou zna£íme x∥ a lze ji ur£it vztahem
x∥ = (x ⋅ n)n−1. (3.11)
S vyuºitím (1.7) lze snadno ukázat, ºe platí
x = x∥ + x⊥. (3.12)
Vztahy (3.10) a (3.11) lze pouºít na libovolné vektory algebry Gp,q a operace projection
a rejection lze obdobn¥ zavést i na libovolných bázových elementech, viz [13]. Vztah
(3.12) v²ak pro vektory Gp,q obecn¥ neplatí.
Výsledným produktem ltr· detekujících hrany obrazu bývá obvykle binární obraz hran,
tedy pixely odpovídající hranám mají hodnotu 1 a ostatní pixely mají hodnotu 0. Ukáºeme
si tedy, jakým zp·sobem lze získat takový obraz z na²eho výstupního obrazu 3.1b. B¥ºnou
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metodou v p°ípad¥ obrazu v odstínech ²edi, kde obraz je reprezentován jednou £íselnou
maticí, je prahování. Zvolí se prahová hodnota a pixel·m, které tuto hodnotu p°ekro£í, je
p°i°azena hodnota 1, ostatním hodnota 0. V na²em p°ípad¥ lze obdobný postup pouºít
bu¤ na obraz separovaných barevných hran 3.2, kde lze tímto zp·sobem porovnávat
normu jednotlivých vektor· (£ím vy²²í hodnota, tím vy²²í pravd¥podobnost výskytu hrany
v p·vodním obraze). Druhým zp·sobem, který umoº¬uje získání binárního obrazu hran
p°ímo z obrazu po bi-konvoluci 3.1b, a který zde pouºijeme, je prahování na základ¥
velikosti úhl· vektor· pixel· s vektorem p°edstavujícím ²edou osu RGB krychle. M¥jme
(a) ϕt = 0.075 (b) ϕt = 0.070
(c) ϕt = 0.060 (d) ϕt = 0.050
(e) ϕt = 0.040 (f) ϕt = 0.030
Obrázek 3.3: Binární obraz hran pro r·zné prahové hodnoty ϕt v radiánech
tedy obraz 3.1b reprezentovaný maticí
Xout = Re1 +Ge2 +Be3,
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kde R,G,B jsou £íselné matice intenzit p°íslu²ných barevných sloºek. Úhel ϕ mezi vek-
torem na pozici [n,m] a vektorem ²edé osy n = e1 + e2 + e3 získáme výpo£tem vztahu
ϕ(n,m) = arccos Xout(n,m) ⋅ n
∥Xout(n,m)∥ ∥n∥
.
Kone£ný binární obraz Ibin tedy získáme zvolením prahové hodnoty úhlu ϕt a následným
p°i°azením jedni£ky nebo nuly p°íslu²nému pixelu obrazu:
Ibin(n,m) = {
1, ϕ(n,m) > ϕt,
0, jinak.
Pro výsledný binární obraz pro r·zné prahové hodnoty ϕt viz 3.3. Na záv¥r nutno po-
znamenat, ºe ltr Prewittové modikovaný pro detekci hran barevného obrazu je velmi
jednoduchým typem v porovnání s jinými rota£ními ltry (Sobel, Kirsch) fungujícími na
stejném principu. To znamená, ºe detekce hran p°i pouºití tohoto ltru je mén¥ kvalitní,
pouºití v této práci je zejména z d·vodu intuitivn¥j²í p°edstavy principu bi-konvoluce
CGA bod·.
3.2 Segmentace barev
Segmentace barevného obrazu je obecn¥ proces, p°i kterém je obraz rozd¥len do jednot-
livých disjunktních region·, kde pixely daného regionu mají podobné barevné vlastnosti
a tvo°í tedy jeden spojitý objekt obrazu. Formální denici segmentace obrazu najdeme
nap°íklad v monograi [8]. Tento princip se vyuºívá nap°íklad pro detekci konkrétního
objektu na obrazu, kdy segmentace kon£í po úsp¥²ném izolování daného objektu a není
pot°eba pokra£ovat v segmentaci dále (nap°íklad automatizované hledání závad na elek-
tronických sou£ástkách apod.). Jednou z metod segmentace obrazu je jiº zmín¥ná detekce
hran, viz kapitola 3.1. Segmentací barev v této kapitole rozumíme ov²em jiný p°ístup
zaloºený na metod¥ zv¥t²ování okolí . Tato metoda spadá na rozdíl od detekce hran
do prostorové analýzy obrazu a podstatou je p°ipojování okolních pixel· jiº sestaveného
regionu (za£ínáme jedním zvoleným pixelem) na základ¥ ur£itých kritérií. Na rozdíl od
b¥ºného rozd¥lování obrazu na jednotlivé sloºky (v p°ípad¥ RGB obrazu jsou to sloºky
R,G,B) a následné segmentaci na jednotlivých sloºkách zvlá²´ umoº¬uje CGA pracovat
s celým barevným obrazem zárove¬.
V této kapitole ukáºeme, jakým zp·sobem je moºné izolovat v obrazu konkrétní barvu
pomocí CGA a následn¥ tuto my²lenku pouºijeme pro návrh jednoduchého algoritmu
na detekci objektu v obraze. Základní literaturou pro tuto kapitolu, kde lze najít více
informací o zpracování digitálního obrazu, je kniha [8]. lánek [2] pojednává detailn¥ji
o r·zných metodách segmentace barevného obrazu a £lánek [3] se zam¥°uje na segmentaci
obrazu z hlediska r·zných barevných prostor·. Segmentací obrazu pomocí CGA se zabývá
£lánek [11].
3.2.1 Barevný prostor CIELAB
P°i segmentaci barev budeme pracovat v barevném prostoru CIE L∗a∗b∗ (nebo zkrácen¥
CIELAB). Tento barevný prostor je odvozen od základního prostoru XYZ (je zaloºen
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na trichromatické teorii, tedy kaºdou barvu získáme jako lineární kombinaci hodnot t°í






























Tento prostor se n¥kdy nazývá imaginární, protoºe základní barvy XYZ nelze fyzikáln¥
realizovat, ale jakoukoliv barvu lze vyjád°it jako sou£et kladných hodnot t¥chto základních
barev. Odtud lze p°ejít do prostoru CIELAB nelineární transformací

































kde X/X0, Y /Y0, Z/Z0 > 0.008856. X0, Y0, Z0 jsou standardizované hodnoty bílé barvy,
viz tabulka 3.1. Dále v aplikaci CGA budeme vyuºívat standard D50, který simuluje denní
Zdroj sv¥tla X0 Y0 Z0
D50 96.680 100 82.519
A 111.144 100 35.20
TL84 103.863 100 65.607
C 97.285 100 116.145
F2(CWF ) 103.279 100 69.027
Tabulka 3.1: Standardizované hodnoty bílé barvy
sv¥tlo. Trojice sou°adnic reprezentuje sv¥tlost barvy L∗ (L∗ = 0 p°edstavuje £ernou barvu
a L∗ = 100 je bílá barva), a∗, s rozsahem obvykle od −128 do 127, je pozice mezi £ervenou
a zelenou barvou (záporné hodnoty a∗ znázor¬ují zelenou barvu a kladné hodnoty £erve-
nou) a sou°adnice b∗, se stejným rozsahem jako a∗, je pozice mezi ºlutou a modrou barvou
(záporné hodnoty p°íslu²í modré a kladné hodnoty ºluté barv¥), viz obrázek 3.4. Hlavní
motivací vyuºití tohoto prostoru pro segmentaci barev je euklidovská metrika na prostoru
odpovídající lidskému vnímání rozdílu jednotlivých barev. To znamená, ºe pokud máme
dv¥ dvojice barev se stejnými vzdálenostmi, potom vnímaná vizuální odchylka mezi t¥mito
dvojicemi bude stejná. Tuto vlastnost prostor RGB nemá, m·ºe se tedy stát, ºe barvy,
které vnímáme jako velmi rozdílné , mají relativn¥ malou vzdálenost v RGB prostoru
a naopak barvy, které se nám jeví jako podobné , mohou být v prostoru vzdálen¥j²í.
Barevnou diferenci dvou barev v prostoru CIE L∗a∗b∗ lze tedy vyjád°it jako
∆E =
√
(∆L∗)2 + (∆a∗)2 + (∆b∗)2.
Tyto vlastnosti jsou klí£ov¥ práv¥ pro segmentaci barev, kde chceme rozli²it r·zn¥ vnímané
barvy. Navíc nám tento prostor, jak se p°esv¥d£íme dále, umoºní pro tyto ú£ely vyuºít
potenciál CGA algebry.
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Obrázek 3.4: Model barevného prostoru CIE L∗a∗b∗. Zdroj [1]
3.2.2 Implementace CGA v prostoru CIELAB
Jak jiº bylo °e£eno, barevný prostor CIE L∗a∗b∗ je opat°en euklidovskou metrikou vzhle-
dem k vnímanému rozdílu barev. Tedy máme-li ur£enou n¥jakou referen£ní barvu, potom
barvy nep°esahující danou odchylku od referen£ní barvy tvo°í kouli. Chceme-li barevn¥
klasikovat ur£itý pixel, podíváme se na polohu pixelu vzhledem ke sfé°e s polom¥rem
p°edstavujícím danou barevnou odchylku a st°edem znázor¬ujícím referen£ní barvu. Po-
kud zkoumaný pixel leºí vn¥ sféry, potom tento pixel hodnotíme jako nevyhovující a pokud
leºí uvnit° sféry, potom pixel vyhovuje. S vyuºitím CGA m·ºeme snadno rozhodnout o po-
loze bodu vzhledem ke sfé°e pomocí skalárního sou£inu. M¥jme IPNS reprezentaci sféry
S = P − 12r2e∞ (P = p +
1
2p
2e∞ + e0 je bod ur£ující st°ed sféry) a bod X = x + 12x2e∞ + e0.
Zopakujme výpo£et skalárního sou£inu
S ⋅X = P ⋅X − 1
2
r2e∞ ⋅X.
S vyuºitím vztahu (2.3) pro skalární sou£in dvou bod· získáváme
S ⋅X = −1
2
∥p − x∥2 − (1
2






∥p − x∥2 − (1
2
r2e∞ ⋅ x +
1
4






∥p − x∥2 + 1
2
r2.
Jelikoº ∥p − x∥ p°edstavuje vzdálenost mezi st°edem sféry S a bodem X, platí pro polohu
bodu X vzhledem ke sfé°e S z°ejm¥ následující tvrzení:
S ⋅X
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
> 0, bod leºí uvnit° sféry,
= 0, bod leºí na sfé°e,
< 0, bod leºí vn¥ sféry.
(3.13)
Vý²e uvedený postup aplikujeme na L∗a∗b∗ obraz (L∗, a∗, b∗ jsou £íselné matice obrazu).
Kaºdý pixel obrazu reprezentujeme jako CGA bod, vstupní obraz je tedy vyjád°en maticí
I = L∗e1 + a∗e2 + b∗e3 +
1
2
(L∗e1 + a∗e2 + b∗e3)2e∞ + e0. (3.14)
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Obrázek 3.5: Vstupní obraz pro segmentaci barev
Referen£ní barvu [L∗0, a∗0, b∗0] (v L∗a∗b∗ sou°adnicích) pro segmentaci vyjád°íme pomocí
sféry




kde r0 je hodnota barevné odchylky od referen£ní barvy, která je jiº vyhodnocená jako
nep°ípustná a P0 je st°ed sféry
P0 = L∗0e1 + a∗0e2 + b∗0e3 +
1
2
(L∗0e1 + a∗0e2 + b∗0e3)2e∞ + e0.
Výsledný obrázek získáme aplikací (3.13), kde po£ítáme hodnotu skalárního sou£inu kaº-
dého prvku matice (3.14) a sféry (3.15). Pokud pixel na pozici [m,n] leºí uvnit° sféry,
tedy S0 ⋅ I(m,n) > 0, je vyhodnocen jako vyhovující a je ponechán ve výstupním obrazu.
Pokud pixel nevyhovuje kritériu, tedy leºí vn¥ nebo na sfé°e, je z obrazu odstran¥n (je mu
p°i°azena v¥t²inou £erná nebo bílá barva). Obrázek 3.6 demonstruje tento postup apliko-
vaný na vstupní obraz 3.5 pro r·zné referen£ní barvy a hodnoty p°ípustných barevných
odchylek. V dal²ím vyuºijeme my²lenku segmentace barev uvedenou v této kapitole pro
návrh jednoduchého algoritmu, jehoº úkolem je detekovat zvolený objekt v obrazu na
základ¥ barevné odli²nosti. Pokusíme se také porovnat výsledky p°i práci s RGB a L∗a∗b∗
prostorem.
3.2.3 Algoritmus pro detekci objektu
V této £ásti práce popí²eme algoritmus, jehoº cílem je detekce objektu v obraze. V pr·b¥hu
textu budou pro dopln¥ní p°idávány úseky zdrojového kódu ze softwaru MATLAB. Celý
zdrojový kód i se v²emi pouºitými pomocnými funkcemi nalezneme v p°íloze této práce.
Pro práci s CGA v toolboxu Clifford Multivector Toolbox na£teme vhodný typ geo-
metrické algebry, tedy G4,1, p°íkazem
clifford_signature(4,1,0);
Vstupní RGB obraz p°evedeme do prostoru CIEL∗a∗b∗ pomocí p°íkazu
Ib = rgb2lab(I,'WhitePoint','d50');
kde I je vstupní originální obraz 3.7, pro transformaci mezi barevnými prostory volíme
standardizovanou hodnotu bílé barvy D50, viz tabulka 3.1. CIEL∗a∗b∗ obraz Ib repre-
zentujeme jako CGA body:
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(a) Zelená barva r0 = 15 (b) Zelená barva r0 = 35
(c) ervená barva r0 = 15 (d) ervená barva r0 = 35
Obrázek 3.6: Segmentovaný obraz. RGB sou°adnice pro jednotlivé referen£ní barvy: zelená
[0.47,0.62,0.27], £ervená [0.77,0.21,0.18].
v = Ib(:,:,1)*e1 + Ib(:,:,2)*e2 + Ib(:,:,3)*e3;
[r,c,d] = size(Ib);
Icga = v + 0.5*v.^2*einf + ones(r,c)*eo;
Jelikoº toolbox umí denovat algebru jen signaturou, musíme tedy pracovat s ortogonální
bází {1, e1, e2, e3, e4, e5} a pro zjednodu²ení pouºijeme pomocné funkce einf a eo, viz
p°íloha B.
Samotný algoritmus je zaloºen na metod¥ postupn¥ se rozr·stajícího okolí (anglicky region
growing) kolem jednoho iniciálního pixelu na základ¥ ur£itých kritérií. Nejprve zvolíme
v obrazu iniciální pixel, jehoº okolní pixely budeme zkoumat. Tento pixel reprezentovaný
op¥t jako CGA bod ozna£íme P . Dále zkoumáme vlastnosti, v na²em p°ípad¥ barvu, okol-
ních pixel·. Ty z okolních pixel·, které nep°ekra£ují zvolenou barevnou odchylku, jsou
p°ipojeny k pixelu P , tím dojde ke zv¥t²ení oblasti vhodných pixel· a pokra£ujeme ve
vyhodnocování nového okolí této oblasti. Dále probíhá algoritmus itera£n¥, kde v kaºdém
kroku jsou p°ipojeny okolní pixely spl¬ující t°i podmínky, které znázorníme pomocí ter-
minologie CGA. Nech´ Q je analyzovaný pixel v k-tém itera£ním kroku a S1, S2, S3 jsou
sféry charakterizující jednotlivé podmínky. S1 je sféra se st°edem v bod¥ P a polom¥rem
r1. Vnit°ek této sféry tedy tvo°í barvy, které jsou vzdáleny maximáln¥ o r1 od barvy pixelu
P . Sféra S2 s polom¥rem r2 má st°ed v bod¥ P2, který p°edstavuje pr·m¥r barev mnoºiny
pixel· vyhodnocených jako vyhovující v p°edchozí (k−1) iteraci. Jelikoº nelze s£ítat CGA
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Obrázek 3.7: Vstupní obraz pro detekci objektu
body a získat op¥t CGA bod, pr·m¥r n barev Ai vypo£ítáme podle vztahu














kde ai = L∗i e1 + a∗i e2 + b∗i e3. Kone£n¥ sféra S3 má st°ed P3 p°edstavující pr·m¥r barev
v²ech pixel· z dosud vyhovujícího regionu a polom¥r r3. Pixel Q tedy vyhodnotíme jako
vyhovující a p°ipojíme k regionu pokud platí sou£asn¥:
1. S1 ⋅Q > 0,
2. S2 ⋅Q > 0,
3. S3 ⋅Q > 0.
Podmínka 1 je ov¥°ena pro v²echny pixely obrazu v jednom kroku, ve zdrojovém kódu je
realizována p°íkazem
A1 = scalar_product(Icga,S1) > 0;
Podmínky 2 a 3
A2 = scalar_product(double(C).*Icga , S2) > 0;
A3 = scalar_product(double(C).*Icga , S3) > 0;
jsou naproti tomu vyhodnocovány v kaºdé iteraci, jelikoº v kaºdé iteraci pracujeme s no-
vými sférami S2 a S3 (C je matice pixel· ozna£ených k analýze). Celý proces kon£í ve chvíli,
kdy v nové iteraci není ºádný pixel vyhodnocen jako vyhovující, tedy region vhodných
pixel· uº nadále neroste.
Celý postup aplikujeme na obrázek 3.7 a pokusíme se detekovat pouze modré auto. Volbu
iniciálního pixelu pro algoritmus znázor¬uje £ervená ²ipka na obrázku 3.8. Prahové hod-
noty pro jednotlivé podmínky vyhodnocování pixel· (polom¥ry sfér) jsou voleny expe-
rimentáln¥ na za£átku programu. Poznamenejme je²t¥, ºe v první iteraci jsou v²echny
t°i sféry totoºné. Algoritmus byl testován pro r·zné prahové hodnoty r1, r2, r3, vizuáln¥
nejlep²í výsledky jsou zobrazeny na obrázku 3.9. Pro porovnání je²t¥ uvádíme výstupní
obraz p°i pouºití algoritmu na RGB obraz, viz 3.10. P°i práci s RGB obrazem se nám
nepoda°ilo získat ºádné uspokojivé výsledky, coº potvrzuje p°edchozí domn¥nku, ºe RGB
prostor není vhodný pro segmentaci barevného obrazu.
Pro shrnutí znázorníme celý algoritmus zjednodu²en¥ v n¥kolika klí£ových krocích:
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Obrázek 3.8: Iniciální pixel pro algoritmus vyzna£en £ervenou ²ipkou
(a) (40,30,40) (b) (40,50,40)
Obrázek 3.9: Výstupní obraz auta pro prahové hodnoty (r1, r2, r3), pro které jsme dosáhli
nejlep²ích výsledk·.
Obrázek 3.10: Výstupní obraz po pouºití algoritmu na RGB obraz pro prahové hodnoty
r1 = r2 = r3 = 0.45.
1. Vyjád°ení vstupního obrazu jako matici CGA bod· ICGA.
2. Volba iniciálního pixelu.
3. Sestrojení sfér S1, S2, S3 znázor¬ujících podmínky 1, 2 a 3.
4. Ov¥°ení podmínky 1 pro v²echny pixely obrazu S1 ⋅ ICGA > 0.
5. Ov¥°ení podmínek 2 a 3 pro ur£ené pixely.
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6. P°ipojení pixel· vyhovujících v²em t°em podmínkám sou£asn¥.
7. Pokud byly v p°edchozím kroku p°idány n¥jaké nové pixely sestrojení nových sfér
S2 a S3 a návrat ke kroku 5. Jinak konec algoritmu.
Je nutné zmínit, ºe celý algoritmus byl navrºen p°edev²ím pro experimentální ú£ely se
snahou zkoumat a ukázat moºný sm¥r vývoje uplatn¥ní CGA v segmentaci obrazu. Pro
skute£nou aplikaci je nutné zabývat se danou problematikou dále a navrhnout sosti-
kovan¥j²í postupy, pro ú£ely prezentace výhod CGA je v²ak tento p°ístup posta£ující.
P°edností je p°edev²ím jednoduchost aplikace CGA, v²echny operace s obrazem jsou rea-
lizovány intuitivn¥ pomocí maticových operací. Nevýhodou na²í implementace je rychlost
algoritmu, jeden obraz se zpracovává °ádov¥ v sekundách, coº je zp·sobeno stávájící im-
plementací geometrické algebry v MATLABU skrze Clifford Multivector Toolbox.
Tento toolbox je v sou£asnosti vyvíjen, jeho rychlost se zvy²uje a experimenty uvedené
v této práci byly s autory toolboxu diskutovány a p°isp¥ly k jeho vývoji. Zdrojový kód
celého algoritmu najdeme v p°íloze A a dal²í výstupní obrázky v p°íloze C.
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Kapitola 4
Aplikace CGA pro popis okolí
v prostoru barev
V této kapitole si ukáºeme, ºe CGA nám umoº¬uje efektivn¥ aproximovat mnoºinu bod·
v prostoru pomocí geometrických objekt· ve smyslu metody nejmen²ích £tverc·. Na²ím
hlavním zájmem bude aproximace bod· sférou. Budeme £erpat p°edev²ím z £lánku [6],
který se tímto problémem zabývá. Na²ím hlavním zám¥rem bude implementace této apro-
ximace v MATLABU a dále se pokusíme aplikovat tuto my²lenku na reálná data v podob¥
barevného obrazu.
Metoda nejmen²ích £tverc· je dob°e známá matematicko-statistická metoda umoº¬ující
prokládání dat v podob¥ bod· n¥jakou k°ivkou (oby£ejn¥ p°ímkou, parabolou, atd.). Me-
toda spo£ívá v minimalizaci sou£tu druhých mocnin vzdáleností jednotlivých bod· od
proloºené k°ivky. Ukáºeme si, ºe tuto my²lenku m·ºeme vyuºít pro prokládání bod·
v prostoru sférou tak, ºe minimalizujeme sou£et vzdáleností jednotlivých bod· od této
sféry (podobn¥ lze body prokládat rovinou p°edstavující sféru s nekone£ným polom¥rem,
kruºnicí nebo p°ímkou p°edstavující kruºnici s nekone£ným polom¥rem). Vstupem na²eho
problému tedy bude mnoºina bod· v prostoru a výstupem sféra, která tyto body nejlépe
aproximuje. Metrika pro m¥°ení vzdáleností mezi CGA vektory je denována skalárním
sou£inem.
4.1 Hledání aproximace
Na rozdíl od kapitoly 3, kde jsme pro práci s CGA vyuºívali Clifford Multivector
Toolbox, se nyní omezíme z d·vodu absence pot°ebných nástroj· v tomto toolboxu na
práci bez jeho pouºití a ukáºeme si, jakým zp·sobem lze pracovat s CGA jen pomocí
základního balí£ku pro lineární algebru. Jelikoº budeme p°i hledání vhodné sféry pro
⋅ e1 e2 e3 e0 e∞
e1 1 0 0 0 0
e2 0 1 0 0 0
e3 0 0 1 0 0
e0 0 0 0 0 −1
e∞ 0 0 0 −1 0
Tabulka 4.1: Skalární sou£in mezi bázovými elementy CGA denující metriku.
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aproximaci bod· pracovat s body a sférami (p°ípadn¥ je moºné uvaºovat rovinu jako
degenerovanou sféru), tedy v IPNS reprezentaci s CGA vektory (viz 2.2), m·ºeme vzdá-
lenosti ur£ovat pomocí skalárního sou£inu. Skalární sou£in nám tedy, jak jiº bylo °e£eno,
denuje metriku na CGA vektorech danou tabulkou 4.1. P°ipome¬me, ºe pro skalární
sou£in dvou bod· P,Q, jejichº pozice je v euklidovském prostoru dána vektory p,q, platí
P ⋅Q = −1
2
∥p − q∥2 .
Skalární sou£in CGA vektor· lze jednodu²e implementovat pouze s vyuºitím balí£ku pro






1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1





která reprezentuje skalární sou£in mezi bázovými vektory. CGA bod P = p+e0+ 12 ∥p∥
2
e∞














kde p = (p1, p2, p3)T . Skalární sou£in bod· P,Q potom vypo£ítáme následovn¥:
P ⋅Q = (P )T (M)(Q)
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∥p − q2∥ .
Stejným zp·sobem lze pracovat i se sférami £i rovinami. Neº p°ejdeme k samotné apro-
ximaci bod· sférou, uvedeme si n¥které základní poznatky z diferenciálního po£tu mul-
tivektor·, které budeme k aproximaci pot°ebovat (podrobný popis derivace multivektor·


















Tento operátor m·ºeme v jistém smyslu roz²í°it na prostor libovolné dimenze. K tomu
v²ak pot°ebujeme je²t¥ pojem reciproká báze.
Denice 4.1. Nech´ {ai} ⊂ Rp,q je n¥jaká (ne nutn¥ ortogonální) báze vektor· v Gp,q.
Mnoºinu {a∗i } ⊂ Rp,q nazveme reciproká báze, jestliºe tvo°í bázi vektor· v Gp,q a zárove¬
platí a∗i ⋅ aj = δi,j pro j = 1, . . . , p + q, kde δi,j je Kroneckerovo delta.
Poznamenejme, ºe pro ortonormální bázi {ei} ⊂ Rp,q máme reciprokou bázi {ei}, kde
 zna£í konjugaci, viz poznámka 3.1.
Nyní m·ºeme zavést operátor parciální derivace vzhledem k vektoru x ∈ Rp,q, kde x =




kde e∗i je reciproký vektor ei a ∂xi je parciální derivace vzhledem k xi. Nyní kone£n¥
m·ºeme zavést derivaci funkce, která vektoru p°i°azuje skalární hodnotu. Pro zd·razn¥ní,
ºe pracujeme v geometrické algeb°e, ozna£íme mnoºinu v²ech vektor· geometrické algebry
Gp,q jako G1p,q.
Denice 4.2. M¥jme funkci F ∶ G1p,q → R, potom derivaci funkce vzhledem k vektoru x






kde Fi(x) ∶= ∂xiF(x) je parciální derivace funkce F podle xi v x.
Poznámka 4.1. Denici 4.2 lze snadno roz²í°it na derivaci funkce F ∶ Gp,q → R vzhle-
dem k multivektoru X ∶= ∑i xiEi, kde {Ei} = Gp,q je ortonormální báze. Multivektorový




kde pro reciproké bázové elementy platí E∗i ⋆Ej = δi,j pro j = 1, . . . ,2p+q. Derivaci funkce






Derivace obecné funkce, jejíº deni£ním oborem i oborem hodnot je Gp,q, m·ºeme najít
v [13, 4]. Jelikoº budeme dále pot°ebovat pouze derivaci danou vztahem 4.1, nebudeme
se dále teorií diferenciálního po£tu multivektor· zabývat.
Bez d·kaz· uvedeme vý£et n¥kterých vlastností multivektorových derivací, které vyuºi-
jeme dále p°i hledání optimální sféry. Pro p°ehlednost vynecháme p°i zápisu operátoru
derivace vektor, podle kterého derivujeme. M¥jme funkce F(x),G(x), potom platí známé
vlastnosti z klasického diferenciálního po£tu:
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 ∂(F + G) = ∂F + ∂G,
 ∂(FG) = (∂F)G +F(∂G).
Nyní jsme p°ipraveni p°ejít k samotné formulaci na²eho problému, tedy nalezení optimální
sféry, která aproximuje zadané body v prostoru. Vektor pi p°edstavující pozici bodu Pi
m·ºeme charakterizovat pomocí relativní polohy vzhledem ke sfé°e S se st°edem c a po-
lom¥rem r vztahem
pi = c + (r + di)e, (4.2)










Obrázek 4.1: Zobrazení relativní polohy bodu Pi vzhledem ke sfé°e S. Pro jednoduchost
je situace zobrazena v rovin¥ a sféra je zobrazena jako kruºnice.
Úpravou vztahu 4.2 vyjád°íme vzdálenost di:
∥pi − c∥ = ∥(r + di)e∥√




(pi − c) ⋅ (pi − c) − r. (4.3)
Optimální sféru aproximující mnoºinu bod· {Pi} v prostoru hledáme takovou, aby sou-
£et druhých mocnin vzdáleností bod· od sféry ∑i d2i byl minimální. Snaha nalézt vhodné
°e²ení minimalizací pro vzdálenosti ve tvaru 4.3 vede typicky na iterativní optimaliza£ní
metody. Díky vyuºití CGA m·ºeme vzdálenosti di v²ak aproximovat pomocí jiného alge-
braického výrazu, díky £emuº bude moºné vhodné °e²ení nalézt efektivn¥ji. Bod Pi a sféru
S vyjád°íme pomocí CGA, tedy Pi = pi + 12p2i e∞ + e0 a S = C −
1
2r
2e∞, kde C je CGA
bod p°edstavující st°ed sféry. P°ímým výpo£tem lze snadno ukázat, ºe pro sféru S platí
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Získáváme tedy aproximaci druhé mocniny vzdálenosti mezi bodem Pi a sférou S
(Pi ⋅ S)2
S2
≈ d2i , (4.4)
s relativní chybou (di/r)+ 14(di/r)2. Hlavní p°edností tohoto vyjád°ení je, ºe je moºné jej
oproti vztahu 4.3 snadno derivovat. Problém nalezení optimální sféry x, která aproximuje
zadané body Pi lze nyní formulovat jako optimaliza£ní úlohu:




(Pi ⋅ x)2/x2, (4.5)
kde x je hledaná sféra a N je po£et zadaných bod·. Pro nalezení optima je nutné, aby



























(Pi ⋅ x)(Pi ∧ x)x−3.
Jelikoº vektor x p°edstavuje sféru a tedy 2x−3 má inverzi 12x






(Pi ⋅ x)(Pi ∧ x) = 0. (4.6)
Protoºe pro multivektory A,B ∈ Gp,q a skalár α ∈ R platí
α(A ∧B) = αA ∧B,
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Pi(Pi ⋅ x)) ∧ x = 0. (4.7)
Tuto podmínku lze interpretovat i tak, ºe vektor v závorce musí být roven k násobku
vektoru x, jelikoº pro vektory u,v ∈ Gp,q platí:
u ∧ v = 0⇔ u = αv, α ∈ R. (4.8)





Pi(Pi ⋅ x) = λx, (4.9)
kde λ ∈ R. Vyjád°íme-li tuto rovnici pomocí reálných matic podle postupu uvedeného na






(Pi)(Pi)T (M)(x) = λ(x),







Tedy problém nalezení x minimalizující funkci L se stává problémem hledání vlastních £í-
sel a vlastních vektor· matice X. Vlastní vektor (x∗), který minimalizuje druhou mocninu
vzdálenosti zadaných bod· od hledané sféry, odpovídá nejmen²ímu nezápornému vlast-
nímu £íslu λ∗ matice X (d·kaz nalezneme v [6]). Z p°íslu²ného vlastního vektoru uº lze
jednodu²e získat parametry hledané sféry. Dále si ukáºeme implementaci tohoto postupu
pro hledání sféry aproximující zadané body v Matlabu v£etn¥ obdrºených výsledk·.
4.2 Implementace v MATLABU
Jak jiº bylo °e£eno, pro implementaci hledání optimální sféry aproximující body v prostoru
pomocí CGA budeme vyuºívat pouze základní balí£ek pro lineární algebru. Výhodou toho,
ºe pracujeme pouze s reálnými maticemi, je rychlost výpo£t·. Celý postup popí²eme
v n¥kolika následujících krocích:



























































kde (1) je 3×3 jednotková matice. Výslednou matici lze efektivn¥ vypo£ítat pomocí
matic v²ech dat (zadaných bod·) (D), kde sloupec i odpovídá vektoru (Pi), (X) =
(D)(D)T (M)/N .
2. Najdeme vlastní £ísla a vlastní vektory matice (X). Zvolíme nejmen²í nezáporné
vlastní £íslo λ∗ a k n¥mu odpovídající vlastní vektor (x∗).
3. K získání hledané sféry nejprve normalizujeme vektor (x∗) ve smyslu získání hod-
noty 1 na druhé pozici vektoru, která p°edstavuje koecient u bázového vektoru e0
p°íslu²ného CGA vektoru x∗. Normalizovaný vlastní vektor má potom tvar (x∗) =
(cT ,1, 12(∥c∥
2−r2))T , kde c ∈ R3 je vektor p°edstavující st°ed sféry a r je její polom¥r.
Na obrázku 4.2 je znázorn¥na sféra vygenerovaná tímto postupem. Mnoºina 100 bod·
byla generována podle rovnom¥rného rozd¥lení z jednotkové sféry se st°edem v po£átku
sou°adné soustavy. Kaºdý bod je od sféry je²t¥ vychýlen o náhodnou hodnotu dle rovno-
m¥rného rozd¥lení nep°esahující hodnotu 0.1. Výsledná sféra získaná p°i simulaci má st°ed
v bod¥ s = (0.0075,0.0059,−0.0009) a polom¥r r = 1.0085. V p°ípad¥ generování vstup-
ních bod· bez jakékoliv výchylky od p·vodní sféry, tedy takových, které leºí na p·vodní
sfé°e, jsme p°i simulaci jako výsledek získali jednotkovou sféru se st°edem v po£átku, tedy
totoºnou s p·vodní sférou. Tento p°ípad zde tedy neuvádíme.
Obrázek 4.2: Sféra (mod°e) aproximující zadané body (£erven¥).
4.3 Vyuºití prokládání bod· sférou ve zpracování ob-
razu
V této kapitole si ukáºeme moºné vyuºití prokládání bod· sférou p°i práci s barevným
obrazem. Nejprve si uvedeme, jakým zp·sobem lze v CGA realizovat translace geome-
trických objekt·. P°ipome¬me, ºe transformovaný CGA objekt ot získáme z p·vodního
objektu o aplikací vztahu
ot = V oṼ ,
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kde versor V ur£uje p°íslu²nou transformaci. V kapitole 3.1.1 byla touto transformací
rotace realizovaná rotorem. Pro translaci vyuºijeme tzv. translátor. Translátor je v CGA
bivektor ve tvaru
T = e− 12 te∞ , (4.10)
kde t = t1e1 + t2e2 + t3e3 je vektor vyjad°ující p°íslu²nou translaci. Rozvineme-li translátor
4.10 do Taylorovy °ady, získáme:









+ . . . .
Protoºe platí e2∞ = 0 a eie∞ = −e∞ei pro i = 1,2,3, získáváme pro translátor vyjád°ení
T = 1 − 1
2
te∞.
Podobn¥ jako p°i rotaci, translaci objektu o realizujeme pomocí vztahu
ToT̃ .
Nyní p°ejdeme k samotné aplikaci prokládání bod· sférou, p°i které vyuºijeme i translaci
CGA bod· v podob¥ barevných pixel· obrazu. Hlavní my²lenkou aplikace je, ºe pro pixely
obrazu sestrojíme sféru, která je aproximuje a poté pomocí translací bod· ve sm¥ru ke
st°edu sféry nebo od st°edu sféry m·ºeme zmen²it nebo zv¥t²it vzdálenosti mezi jednotli-
vými barvami obrazu. Ukáºeme si, jakým zp·sobem tuto my²lenku lze zrealizovat. M¥jme
digitální obraz v barevném prostoru L∗a∗b∗ reprezentovaný maticí nad CGA
I = L∗e1 + a∗e2 + b∗e3 +
1
2
(L∗e1 + a∗e2 + b∗e3)2e∞ + e0.
Pro pixely obrazu vypo£ítáme optimální aproxima£ní sféru S. Nech´ st°ed sféry má sou-
°adnice (c1, c2, c3), potom m¥jme vektor c ∈ G4,1, který p°edstavuje tento st°ed, ve tvaru
c = c1e1 + c2e2 + c3e3.
Pro kaºdý pixel ur£íme transla£ní vektor vztahem
tij = (L∗ije1 + a∗ije2 + b∗ije3) − (c1e1 + c2e2 + c3e3), (4.11)
kde i = 1, . . .M, j = 1, . . .N jsou indexy obrazové matice. Translátory realizující posun
pixel· tedy mají tvar




A konkrétní translace pixelu na pozici ij je dána vztahem
TijIijT̃ij. (4.12)
Poznamenejme, ºe translace daná vztahem (4.12) p°edstavuje posun sm¥rem ke st°edu
aproxima£ní sféry S. Pro posun sm¥rem od st°edu sféry je pot°eba transla£ní vektor
(4.11) vynásobit −1. My²lenka t¥chto translací je ta, ºe v p°ípad¥ translace sm¥rem od




Obrázek 4.3: Translace pixel· vzhledem ke st°edu aproxima£ní sféry. (a) p°edstavuje ori-
ginální obrázek, (b) je translace pixel· sm¥rem ke sfé°e o hodnotu 30 a (c) je translace
od sféry o hodnotu 30.
vzdálenosti. Tedy u pixel·, které se nachází blízko u sebe, se jejich barevná diference
zv¥t²í p°i translaci mén¥, neº u pixel·, které se nachází dále od sebe. Stejným zp·so-
bem funguje i opa£ná translace, tedy ke st°edu sféry 4.3c. Tuto úpravu obrazu lze vyuºít
p°i segmentaci barev (viz algoritmus v kapitole 3.2). Pro obraz, kde se nám neda°í najít
vhodné parametry pro dosaºení poºadovaného výsledku, nejprve posuneme v²echny pi-
xely sm¥rem od st°edu aproxima£ní sféry a tento upravený obraz pouºijeme jako vstup
algoritmu pro segmentaci barev. Tento postup byl aplikován na obraz 3.7, obrázek 4.4
p°edstavuje výsledný obraz pro parametry (r1, r2, r3) = (80,60,60). Takto provedená seg-
Obrázek 4.4: Detekce objektu po úprav¥ barev obrazu s parametry algoritmu pro detekci
hran (80,60,60).
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mentace vypadá skute£n¥ o n¥co kvalitn¥ji, neº výsledky získané bez pouºití úpravy barev
p°ed samotným algoritmem pro detekci objektu. Zejména mnoºství £erných oblastí, kde
drobné oblasti pixel· na aut¥ nebyly detekovány, je men²í a také je patrné zlep²ení de-
tekce p°ední kapoty auta, kde na p·vodním algoritmu byly detekovány n¥které neºádoucí
pixely. Pro vyhodnocení, zda tento postup skute£n¥ vede ke zlep²ení detekce objektu, je
pot°eba v budoucnu provést dal²í experimenty, to uº v²ak není obsahem této práce.
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Záv¥r
V této práci jsme se zabývali aplikací konformní geometrické algebry (CGA) ve zpracování
barevného obrazu. Zvlá²tní pozornost byla v¥nována p°edev²ím oblasti segmentace barev.
V první kapitole jsme denovali geometrickou algebru s obecnou signaturou Gp,q. Ope-
race násobení na této algeb°e se nazývá geometrický sou£in. Dále jsme zavedli operace
na geometrických algebrách, zejména vn¥j²í sou£in a vnit°ní sou£in. D·raz byl kladen
na vlastnosti t¥chto operací a uvedena byla i geometrická interpretace. Pomocí Che-
valleyovy konstrukce geometrické algebry byl potom znázorn¥n vztah mezi geometrickou
a Grassmannovou algebrou.
Druhá kapitola byla v¥nována konformní geometrické algeb°e, neboli CGA. Jedná se o ge-
ometrickou algebru G4,1 s neortogonální bází {e1, e2, e3, e0, e∞}. CGA nám umoº¬uje jed-
nodu²e reprezentovat geometrické objekty, jako jsou bod, sféra, rovina, atd. Body a sféry
jsou v CGA reprezentovány pomocí vektor· a bod lze chápat jako sféru s nulovým polo-
m¥rem. Ukázali jsme také, ºe skalárním sou£inem lze m¥°it vzdálenost mezi dv¥ma body.
V záv¥ru kapitoly byly p°edstaveny n¥které podalgebry CGA, nap°íklad komplexní £ísla,
kvaterniony, £i duální £ísla.
Kapitoly 3 a 4 jsou v¥novány aplikaci CGA. Kapitola 3 obsahuje dv¥ oblasti vyuºití CGA
ve zpracování obrazu. První z nich je detekce hran barevného obrazu pomocí rota£ních l-
tr· vycházející z kvaternionové detekce hran. Obraz je zde reprezentován maticí nad CGA,
kaºdý pixel obrazu p°edstavuje CGA bod. V CGA je moºné realizovat transformace po-
mocí versor·, kde konkrétn¥ pro rotace máme versory, kterým °íkáme rotory. Sestavili jsme
bi-konvolu£ní masky obsahující tyto rotory a následn¥ pomocí bi-konvoluce byly deteko-
vány hrany v obraze. Navíc byly uvedeny 2 zp·soby, jak lze separovat z výsledného obrazu
detekované hrany. V prvním zp·sobu byla vyuºita ortogonální projekce a výstupem byl
obraz pouze barevných hran. Ve druhém zp·sobu jsme vyuºili prahování úhl· mezi eu-
klidovskými vektory obrazu s detekovanými hranami a vektoru ²edé osy a výsledkem byl
binární obraz hran. Hlavním tématem této práce byla segmentace barev. P°edstavili jsme
barevný prostor CIELAB, který je opat°en euklidovskou metrikou odpovídající lidskému
vnímání barev. Pro segmentaci byla vyuºita skute£nost, ºe pomocí skalárního sou£inu
bodu a sféry lze rozhodnout o jejich vzájemné poloze. Zvolili jsme referen£ní barvu pro
segmentaci a maximální p°ípustnou odchylku od této barvy. Mnoºina barev nep°esahující
tuto odchylku tvo°í v prostoru CIELAB sféru, výsledný obraz jsme tedy poté získali ska-
lárním násobením této sféry s body p°edstavujícími pixely vstupního obrazu. Na základ¥
této my²lenky jsme navrhli vlastní algoritmus pro detekci objektu v obrazu vyuºívající
segmentaci barev. Pro implementace v Matlabu byl vyuºit speciální toolbox pro práci
s geometrickými algebrami. Zdrojový kód celého algoritmu a vygenerované obrázky jsou
sou£ástí p°ílohy této práce. Experimentáln¥ bylo také ov¥°eno, ºe prostor CIELAB je pro
segmentaci barev vyuºívající CGA vhodn¥j²í, neº barevný prostor RGB.
V záv¥re£né kapitole práce jsme se zabývali aproximací bod· sférou ve smyslu metody
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nejmen²ích £tverc·. Hledání optimální aproxima£ní sféry pomocí CGA vedlo na pro-
blém hledání vlastních £ísel a vlastních vektor· matice nad R. P°i implementaci metody
v Matlabu byl zvolen odli²ný p°ístup práce s CGA, p°i kterém nebylo pot°eba ºádných
speciálních balí£k· obsahujících geometrické algebry. Moºným vyuºitím aproximace bod·
sférou ve zpracování obrazu je úprava vzdáleností mezi jednotlivými barvami pomocí
translace barev po p°ímkách procházejících st°edem sféry aproximující v²echny pixely ob-
razu a jednotlivými pixely. Translací barev sm¥rem od st°edu sféry bylo dosaºeno zvý²ení
kontrastu mezi jednotlivými barvami, p°i posunutí ke st°edu sféry do²lo naopak ke sníºení
tohoto kontrastu. Tento postup by v budoucnu mohl být zakomponován do segmentace
barev, pro ná² konkrétní experiment do²lo k mírnému zlep²ení dosaºeného výsledku. Pro
zhodnocení p°ínosu této metody je v²ak pot°eba provést dal²í, podrobn¥j²í experimenty.
Celá tato práce je zam¥°ena p°edev²ím na aplikaci CGA ve zpracování obrazu a obsahuje
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P°íloha A
Algoritmus pro detekci objektu
%Notations and variables:
%
% I...original image in RGB color space, double format
% Ib...basic image (matrix of real numbers) in Lab color space
% (White point d50 - norm daylight)
% v...matrix of euclidean clifford vectors
% Icga...image as a matrix of CGA points
% R...matrix of neighbours - in each iteration it is necessary to keep
% sequence logical(uint8(logical(a_n)-logical(a_n-1))) (we need to
% sum previous matrices) - It contains even info about amount of
% summed pixels
% C...matrix of region (neighbour pixels in process) - normed
% A...matrix of ones on possitions of choosen pixels which are considered
% as correct
% Iout...final output image
% _1,_2,_3 ... indices according to original algorithm
clifford_signature(4,1,0);




%I = im2double(imread('../obrazky/color images/kosticky.png'));
Ib = rgb2lab(I,'WhitePoint','d50');
v = Ib(:,:,1)*e1 + Ib(:,:,2)*e2 + Ib(:,:,3)*e3;
[r,c,d] = size(Ib);
Icga = v + 0.5*v.^2*einf + ones(r,c)*eo; %einf a eo jsou pomocne funkce
Ieo = v + ones(r,c)*eo;
clear v;
R0 = false(r,c);
f1 = figure('Name','Original'); imshow(I);





tr2 = 30; %radius of sphere -> initial threshold for neighboor average
tr3 = 40; %threshold for whole region average
x = Ib(rP,cP,1)*e1+Ib(rP,cP,2)*e2+Ib(rP,cP,3)*e3;
P = x + 0.5*x^2*einf + eo;
S2 = P - 0.5*tr2^2*einf; %......................INITIAL SPHERE
S3 = P - 0.5*tr3^2*einf;
S1 = P - 0.5*tr1^2*einf;










%% condition 1 - only one pixel, we are comparing result
A1 = scalar_product(Icga,S1) > 0;
stop = 0;
while stop == 0
R = conv2(double(R0),h,'same') + R0;
R = logical(R);
C = (double(logical(conv2(double(A),h,'same'))) - R0) > 0;
%% condition 2 - average color from confirmed neighboor of
% pixels (only previous step confirmed pixels)
A2 = scalar_product(double(C).*Icga , S2) > 0;




P2 = v2 + 0.5*v2^2*einf + eo;
S2 = P2 - 0.5*tr2^2*einf; %new sphere given as average of choosen
%pixels (A*Icga)
clear temp2 v2 P2;
%% condition 3 - average color from whole confirmed region
% of pixels (all confirmed pixels from all previous steps)




P3 = v3 + 0.5*v3^2*einf + eo;
S3 = P3 - 0.5*tr3^2*einf;
clear temp3 v3 P3;
A = A2 .* A3 .* A1;
R0 = R;
Aout = Aout + double(A);




Aoutcolor = cat(3,Aout,Aout,Aout) .* I;
Aoutmiss = cat(3,double(Aout==0),double(Aout==0),double(Aout==0)) .* I;
figure('Name','Original'); imshow(I);





function p = CGA_part(m, s)
%Extract eo or einf component from CGA multivector
%-----------------------------------
%second parametr is string 'eo'/'einf'
narginchk(1, 2), nargoutchk(0, 1)
if nargin < 2




error('Input argument has to be of class clifford');
end
if any(bsxfun(@ne,clifford_descriptor.signature,[4 1 0]))

















if any(bsxfun(@ne,clifford_descriptor.signature,[4 1 0]))
error('Basis element e0 is available only for CGA_signature [4 1 0]');
end
result = e5 + e4;
function eo




if any(bsxfun(@ne,clifford_descriptor.signature,[4 1 0]))






Obrázek C.1: Vlevo originál, vpravo detekce ºlutého kv¥tu (r1, r2, r3) = (60,60,60).
Obrázek C.2: Vlevo originál, vpravo detekce t¥la ptáka (r1, r2, r3) = (70,70,70).
Obrázek C.3: Vlevo originál, vpravo detekce bílé v¥ºe (r1, r2, r3) = (40,30,40).
